Oznaceni zapisi celih brojeva

Pozicioni brojevni zapisi u svom osnovnom obliku podrazumevaju da su bro-
jevi koji se zapisuju nenegativni, pa zato ne sadrze informaciju o znaku broja.
Zbog toga za takav zapis kazemo da je meoznacen zapis, jer ne omogucava
Cuvanje znaka broja. Ukoliko Zelimo da imamo moguénost zapisivanja neg-
ativnih brojeva, tada sistem zapisivanja mora omoguéavati da se sa¢uva in-
formacija o znaku. Takve zapise zovemo oznacenim zapisima.

Primetimo da je oznacenost karakteristika zapisa, a ne samog broja: svaki
broj ima znak (tj. svaki broj je ili nenegativan ili negativan), pitanje je samo
da li mi imamo moguénost da u konkretnom sistemu zapisivanja brojeva za-
piSemo informaciju o znaku. Ipak, ¢esto se u literaturi govori i o ,0oznacenim
brojevima” i ,neoznacenim brojevima”. lako ovi termini nisu sasvim ispravni,
oni su se prili¢no odomadili u svakodnevnom govoru, tako da éemo i mi ¢esto
tako govoriti.

Uobic¢ajen nacin oznacenog zapisivanja brojeva na papiru ili na tabli je
da se ispred pozicionog zapisa broja (u bilo kojoj osnovi) dopise simbol ,,+”
ili ;77 (na primer, +543(1p), —12(5), —10011011(3)). Medutim, u digitalnim
raCunarima se sve zapisuje pomocu cifara, tako da je neophodno i infor-
maciju o znaku na neki na¢in kodirati pomocu cifara u odabranom zapisu.
U narednim sekcijama razmatra¢emo neke od nacina oznacenog zapisivanja
brojeva.

Podsetimo se da smo kod neoznacenih zapisa isti broj x u fiksiranoj os-
novi B mogli zapisati pomocu razli¢itog broja cifara. Na primer, dekadni
broj 47 se mozZe zapisati i kao 047 i kao 000047. Kada piSemo na papiru, mi
obi¢no koristimo minimalni broj cifara koji je neophodan da broj zapisemo.
Medutim, kada se brojevi zapisuju u ra¢unaru, tada se obi¢no koristi fiksir-
ani broj cifara za zapis brojeva. Potpuno ista situacija je i kod oznacenih
zapisa. Pored osnove B Cesto éemo fiksirati i broj cifara n koje koristimo
za zapis brojeva. Ukoliko broj cifara n nije eksplicitno naglasen, tada ¢emo
podrazumevati da se govori o zapisu sa najmanjim mogué¢im brojem cifara.
Drugim rec¢ima, kada kaZzemo ,zapis broja x u osnovi B”, podrazumevamo
da se radi o zapisu sa najmanjim moguéim brojem cifara, dok kada kaZzemo
zapis broja x u osnovi B sa n cifara”, tada naglasavamo da zapis treba da
ima n cifara.

Za dati ceo broj x > 0 sa <x>’l§0n oznacavaéemo neoznaceni zapis broja x
u osnovi B sa n cifara, pod pretpostavkom da je takav zapis mogué¢. Sli¢no,
sa (x)} oznaCava¢emo neoznaceni zapis broja x u osnovi B sa najmanjim
moguéim brojem cifara. Obratno, ako je dat zapis w = ¢,—1¢p—2...c1¢0
u osnovi B, (¢; € {0,...,B — 1}), tada ¢emo sa [w]}y oznacavati broj koji
taj zapis predstavlja, kada ga protumacimo kao neoznacen zapis u osnovi B.
Ovakvom notacijom jasno razdvajamo brojeve i njihove zapise.



Znak i apsolutna vrednost

Najjednostavniji na¢in da se zapiSe znak broja je da se ispred zapisa apso-
lutne vrednosti (u odabranoj osnovi B) dopiSe jedna vodeca cifra koja kodira
znak. Znak ,+” se zapisuje najmanjom cifrom u osnovi B (to je uvek cifra
0), dok se znak ,-” zapisuje najvecom cifrom u osnovi B (to je cifra B — 1).
Ovakav zapis se zove znak i apsolutna vrednost.

Za dati ceo broj x, sa (x) 'y oznacavacemo zapis broja x pomocu znaka i
apsolutne vrednosti u osnovi Bsan cifara, ako je takav zapis mogué. Sli¢no,
sa (z)%" oznacavacemo zapis broja  pomocu znaka i apsolutne vrednosti u
osnovi B sa najmanjim mogu¢im brojem cifara. Jasno je da vazi (z)%"% =
cx(|z|)E 1, gde je c. € {0, B—1} cifraznaka. Sli¢no, vazi (z)%" = cz<|x1>%°.
Odavde sledi da je najmanji broj cifara potreban za zapisivanje broja x
pomocu znaka i apsolutne vrednosti za jedan vec¢i od najmanjeg broja cifara
potrebnog za zapisivanje apsolutne vrednosti broja x u neoznac¢enom zapisu.

Primeri:

e U osnovi B = 10, za zapis pozitivnog znaka koristi se cifra 0, a za
zapis negativnog znaka koristi se cifra 9. Na primer, broj +87 se sa
5 cifara zapisuje tako Sto se odredi neoznaceni zapis u osnovi 10 sa 4
cifre (to je 0087), a zatim se doda 0 kao cifra znaka: 00087. Sa druge
strane, broj —87 se sa 5 cifara zapisuje kao 90087 (tj. samo se cifra
znaka 9 doda ispred neoznalenog zapisa sa 4 cifara). Primetimo da je
najkraéi neoznaceni zapis broja 87 u osnovi 10 upravo 87, pa je zato
zapis pomocu znaka i apsolutne vrednosti sa najmanjim brojem cifara
u osnovi 10 trocifreni zapis 087 (dok je za —87 to zapis 987).

e U osnovi B = 5, za zapis pozitivnog znaka koristi se cifra 0, a za zapis
negativnog znaka koristi se cifra 4. Na primer, broj +35(19) se sa 4
cifre zapisuje kao 0120 (jer je 120 odgovarajuéi trocifreni neoznaceni
zapis), a broj —35(10) se sa 4 cifre zapisuje kao 4120 (dodamo cifru
znaka 4 ispred trocifrenog neoznacenog zapisa). Ovo je ujedno i zapis
sa najmanjim mogué¢im brojem cifara, jer je 120 najkra¢i neoznadeni
zapis.

e U osnovi B = 2, za zapis pozitivnog znaka koristi se cifra 0, a za
zapis negativnog znaka koristi se cifra 1. Na primer, broj +25(10) se
sa 8 cifara zapisuje kao 00011001 (sedmocifreni neoznaceni zapis je
0011001 na koji dodajemo 0 kao cifru znaka), dok se broj —25(;) sa 8
cifara zapisuje kao 10011001 (cifra 1 se dopisuje kao cifra znaka ispred
sedmocifrenog neoznacenog zapisa). Zapis broja +25(10) sa najmanjim
mogudéim brojem cifara je Sestocifren, 011001, zato $to je 11001 najkraci
neoznaceni zapis tog broja.

e U osnovi B = 16, za zapis pozitivnog znaka koristi se cifra 0, a za zapis
negativnog znaka koristi se cifra F. Na primer, broj +35(1¢) se sa 5



cifara zapisuje kao 00023 (jer je 0023 odgovarajuéi neoznaceni zapis sa
4 cifre), dok se broj —35(1¢) sa 5 cifara zapisuje kao 0023 (cifra znaka
F se dopise ispred neoznacenog zapisa sa 4 cifre). Zapis sa najmanjim
brojem cifara je 023 (odnosno F23).

Iz gore navedenog sledi da je interval celih brojeva koji se mogu zapisati
u osnovi B pomocéu n cifara 5% = [—(B""! — 1), B*"! — 1]. Ovaj interval
je, dakle, uvek simetri¢an u odnosu na nulu. Na primer, u dekadnom zapisu
sa 3 cifre moZemo zapisati brojeve iz intervala [—99, +99], dok se u binarnom
zapisu sa 8 cifara mogu zapisati brojevi iz intervala [—127, +127]. Primetimo
da se broj 0 uvek moze zapisati na dva nacina (kao ,,4+-0” i kao ,,—0").

Prosirivanje zapisa se postize tako Sto se izmedu vodece cifre (cifre znaka)
i sledeée cifre dopisuju nule. Na primer, ako u dekadnoj osnovi imamo zapis
broja 047 (to je trocifreni zapis broja +47), tada ga moZzemo prosiriti na
petocifreni zapis dodavanjem dve nule izmedu vodece nule i cifre 4 (00047).
Sli¢no, za broj 947 (sto je trocifreni zapis broja —47) odgovarajuéi petocifreni
zapis bi bio 90047. Dakle, cifra znaka ostaje ista, a zapis apsolutne vrednosti
se proSiruje nulama.

Promena znaka se vrsi jednostavno: samo se vodeca cifra koja kodira
znak zameni cifrom koja kodira suprotan znak (tj. 0 se menja u B — 1, a
B — 1 se menja u 0).

Sabiranje dva broja x i y zapisana u osnovi B sa n cifara pomocu znaka i
apsolutne vrednosti se postiZe tako $to se najpre utvrde znakovi ovih brojeva
(na osnovu vodece cifre u zapisu). Ako su brojevi istog znaka, tada se njihove
apsolutne vrednosti sabiraju, a znak zbira ostaje isti kao i znak sabiraka.
Ako su razli¢itih znakova, tada se manja apsolutna vrednost oduzima od
vece, a znak zbira biée isti kao i znak onog sabirka koji ima veéu apsolutnu
vrednost. Oduzimanje se svodi na sabiranje uz promenu znaka umanjioca:
x—y=x+ (—y). Ovo za posledicu ima da ¢e se sada apsolutne vrednosti
sabirati samo ako su brojevi x i y razli¢itog znaka, dok ée se oduzimati ako
su istog znaka.

Do prekoracenja prilikom sabiranja i oduzimanja n-cifrenih brojeva moze
doéi jedino ako je potrebno sabirati apsolutne vrednosti (to se desava ili pri-
likom sabiranja brojeva istog znaka ili prilikom oduzimanja brojeva razli¢itog
znaka). Ukoliko prilikom sabiranja apsolutnih vrednosti (koje su zapisane
(n — 1)-cifrenim zapisima) dobijemo neoznaceno prekoracenje (tj. zbir ima n
cifara), tada imamo prekoracenje i u ozna¢enom smislu.

MnoZenje i deljenje se obavlja tako §to se pomnoZe (podele) apsolutne
vrednosti, dok ¢e znak rezultata biti pozitivan ako i samo ako su oba
operanda bila istog znaka. Pritom, prilikom deljenja pored koli¢nika imamo
i celobrojni ostatak. Ovaj ostatak ¢e, prema konvenciji, uvek biti istog znaka
kao i deljenik. Ovo znadi da ¢e, u slu¢aju negativnog deljenika, nakon del-
jenja apsolutnih vrednosti dobijenom (nenegativnom) ostatku biti promenjen
znak.



Postoje tri glavna nedostatka ovog nacina zapisivanja brojeva:

e Zapisivanje znaka zahteva jednu dodatnu cifru. Kako je cifra znaka
uvek 0 ili B — 1, ostale cifre brojevnog sistema u osnovi B se na toj
cifarskoj poziciji ne koriste, Sto znac¢i da se dodatna cifarska pozicija
ne koristi dovoljno efikasno. Na primer, u dekadnom sistemu se sa 3
cifre mogu zapisati svega 199 brojeva, iako ima ¢ak 10*> = 1000 kodnih
re¢i duzine 3 nad azbukom {0,1,...,9}. Ovaj nedostatak ne postoji
kod binarnog zapisa, jer u tom slucaju i onako imamo samo dve cifre,
pa se dodatno cifarsko mesto efikasno koristi.

e Operacije sabiranja i oduzimanja se komplikovano implementiraju u
racunaru, jer zahtevaju grananje po slucajevima, na osnovu znakova
operanada.

e Broj 0 se uvek moze zapisati na dva nacina (pri fiksiranoj duzini za-
pisa): npr. u binarnom sistemu, 0 se sa 8 bitova moze zapisati kao
00000000 (tj. +0) ili kao 10000000 (tj. —0). Drugim re¢ima, preslika-

vanje = — (x)%'v nije jednoznacno.

Zapis brojeva u nepotpunom komplementu

Drugi nac¢in oznacenog zapisivanja celih brojeva je zapis u nepotpunom kom-
plementu. Neka je data osnova B i zapis w = ¢,—1¢p—2...c1¢9 duzine n
u toj osnovi (¢; € {0,1,...,B — 1}). Najpre definiSemo znak zapisa w u
nepotpunom komplementu:

e uslucaju da je osnova B parna, tada ako je cifra najvece tezine u zapisu
manja od B/2, za zapis w kaZemo da je nenegativan; u suprotnom,
ako je cifra najvece tezine u zapisu w veca ili jednaka od B/2, tada za
ovakav zapis kaZzemo da je negativan.

e u slucaju da je osnova B neparna, tada se znak zapisa w odreduje na
sledeéi nacin: trazimo prvu cifru sa leva na desno koja je razlic¢ita od
| B/2|. Ako je ta cifra manja od |B/2], tada je zapis nenegativan, a
ako je veca od | B/2], zapis je negativan. Specijalno, ako su sve cifre
jednake | B/2], tada je zapis w takode nenegativan.

Od posebnog znacaja je broj ngn = B" — 1 koji se naziva komple-
mentaciona konstanta. Operacija nepotpunog komplementa nad zapisom
w u osnovi B duzine n (u oznaci nk(w)) se definiSe na sledeé¢i nacin:
nk(w) = <K§kn — [w|g)E,- Drugim re¢ima, nk(w) je zapis iste duZine
kao i w koji se dobija tako $to se broj predstavljen (neoznacenim) zapisom
w oduzme od komplementacione konstante. Primetimo da se komplementa-
ciona konstanta uvek zapisuje nizom od n najveéih cifara u osnovi B (npr. u
dekadnoj osnovi to je 99...9, u osnovi 5 to je 44...4, u osnovi 2 to je



11...1, a u osnovi 16 to je F'F'...F). Zbog toga se oduzimanje od ove
konstante obavlja veoma jednostavno, komplementiranjem svake od cifara
zapisa w do najvece cifre u osnovi B (tj. svaka cifra ¢ se zamenjuje cifrom
B —1—¢). Na primer, u osnovi B = 10, nepotpuni komplement zapisa 5712
bice 4287 (svaka cifra ¢ se zameni sa 9 —¢), dok ¢e u osnovi B = 5 nepotpuni
komplement zapisa 2143 biti 2301 (svaka cifra se oduzme od 4). U osnovi
B = 2 odredivanje nepotpunog komplementa zapisa je narocito jednostavno
— samo treba svaki bit zameniti suprotnim bitom (npr. za zapis 10110101
odgovarajuéi nepotpuni komplement je 01001010).

Zapis celog broja x u nepotpunom komplementu u osnovi B sa n cifara
(u oznaci <x>%kn) definisemo na slede¢i nacin:

e ako je broj x > 0, tada najpre odredimo neoznaceni zapis u osnovi B sa
n cifara (x>%"n Ako takav zapis ne postoji, ili postoji ali se ne smatra
nenegativnim u smislu gornje definicije, tada ne postoji zapis <x>%kn
Na primer, zapis broja 87 u nepotpunom komplementu u dekadnoj oS-
novi sa 5 cifara je 00087, jer je to odgovarajuéi neoznaceni zapis (a on
se smatra nenegativnim u smislu gornje definicije). Sa druge strane,
broj 87 se ne moze zapisati sa 2 cifre u nepotpunom komplementu u
osnovi 10, zato Sto njegov dvocifreni neoznaceni zapis 87 nije nenegati-
van, u smislu gornje definicije. Sli¢no, broj 62(19) se ne moze zapisati u
nepotpunom komplementu u osnovi 5 sa dve cifre, jer je njegov najkraci
neoznaceni zapis 222 trocifren.

e ako je x < 0, tada najpre odredimo zapis apsolutne vrednosti |z| u
nepotpunom komplementu u osnovi B sa n cifara. Ako takav zapis
postoji, tada je (w>%kn = nk((\x!)%kn), pod uslovom da je dobijeni zapis
negativan. U suprotnom, trazeni zapis ne postoji. Drugim rec¢ima, za-
pis broja z se dobija operacijom nepotpunog komplementa nad zapisom
apsolutne vrednosti u nepotpunom komplementu sa istim brojem cifara
(pod uslovom da takav zapis postoji i da se njegovim komplementiran-
jem dobija negativan zapis). Na primer, broj —87 se u nepotpunom
komplementu u dekadnoj osnovi sa 5 cifara zapisuje tako Sto odredimo
zapis broja 87 u nepotpunom komplementu sa 5 cifara (00087), a za-
tim izvr§imo komplementiranje u odnosu na 99999 (dobijamo 99912).
Medutim, dekadni zapis broja —87 sa 2 cifre u nepotpunom komple-
mentu ne postoji, zato §to ne postoji ni dvocifreni zapis broja 87 (zapis
87 nije nenegativan u smislu gornje definicije, pa bi njegovim komple-
mentiranjem dobili 12, $to nije negativan zapis). U binarnoj osnovi,
broj —5(109) se u nepotpunom komplementu sa 8 cifara zapisuje tako
Sto najpre odredimo zapis broja 510 sa 8 cifara (to je 00000101), a
zatim odredimo nepotpuni komplement (11111010). Primetimo da u
sluc¢aju neparne osnove B, ako se za broj z < 0 odgovarajuca apsolutna
vrednost |z| sa n cifara zapisuje kao w = |B/2||B/2]...|B/2], tada



broj x nije moguée zapisati sa n cifara u nepotpunom komplementu
u osnovi B, iako je to moguce za broj |z|. Na primer, broj —62(;)
nije moguce napisati u nepotpunom komplementu pomocu tri cifre u
osnovi 5, jer se broj 62(1g) sa tri cifre zapisuje kao 222 (iako je ovo
regularan zapis broja 62(19) u nepotpunom komplementu u osnovi 5,
njegovim komplementiranjem dobili bi opet taj isti zapis 222, a kako
on nije negativan, on ne moze biti zapis broja —62,()).

Primetimo da se broj x = 0 pri fiksiranoj osnovi B i fiksiranom broju
cifara n uvek moze zapisati na dva nacina: kao 00...0 i kao (B — 1)(B —
1)...(B — 1) (tj. pomocu zapisa koji se dobija komplementiranjem zapisa
00...0). Na primer, u dekadnoj osnovi sa 3 cifre, nula se moze zapisati kao
000 i kao 999, dok se u binarnoj osnovi sa 8 cifara nula moZe zapisati kao
00000000 i kao 11111111.

Zapis celog broja x u nepotpunom komplementu u osnovi B sa najmanjim
moguéim brojem cifara (u oznaci (z)%) je jednak zapisu (z)™ za najmanje
n za koje takav zapis postoji. 7

Odredivanje vrednosti predstavijene datim zapisom se obavlja na sledeéi
naé¢in. Neka je data osnova B i zapis w = ¢p—1¢p—2...c1¢o duzine n u toj
osnovi (¢; € {0,1,..., B—1}). Oznacimo sa [w]¥ vrednost koja je predstavl-
jena zapisom w u nepotpunom komplementu u osnovi B. Ukoliko je zapis w

u nepotpunom komplementu nenegativan, tada se vrednost [w]%k izraCunava

na isti nacin kao u slu¢aju neoznacenog pozicionog zapisa (tj. [w]% = [w]).
U slu¢aju negativnog zapisa je [w]i = [w]y — K%*  gde je n duzina zapisa

n
w. Primeri:

e U osnovi B = 10 zapis 73 predstavlja negativan zapis (jer je 7 > 10/2),
pa je vrednost [73]7F = 73 — 99 = —26. Zapis 5012 takode predstavlja
negativan zapis, pa je vrednost zapisanog broja [5012}%C = 5012 —
9999 = —4987. Sa druge strane, zapis 1234 predstavlja nenegativan
zapis (jer je 1 < 5), pa je vrednost [1234]75 = 1234.

e U osnovi B = 2 zapis 10010 predstavlja negativan zapis (jer pocinje
jedinicom), pa je vrednost [10010]3% = 10010 — 11111 = —01101(9) =
—13(10)- Zapis 0110 je nenegativan (jer pocinje nulom), pa je vrednost
[0110]5% = 0110(9) = 610)-

e U osnovi B = 16 zapis 8712 predstavlja negativan zapis (jer je
8 > 16/2), pa je vrednost [8712]7F = 8712 — FFFF = —78ED16) =
—30957(10). Sa druge strane, zapis 6F'C' je nenegativan (jer je 6 < 8),
pa je vrednost [6 O = 6FC16) = 1788(10)-

e U osnovi B = 5 zapis 2421 predstavlja negativan zapis (prva cifra sa
leva na desno koja nije jednaka |5/2| = 2 je 4 koja je veca od 2), pa
je vrednost [2421]2%F = 2421 — 4444 = —2023(5) = —263(10). Slicno,



zapis 412 je negativan (jer je veé¢ prva cifra sa leva veca od 2), pa
je vrednost [412]2F = 412 — 444 = —032(5) = =325y = —17(30)- Sa
druge strane, zapis 142 je nenegativan (jer je ve¢ prva cifra manja
od 2), pa je vrednost [142]2F = 1425 = 47(30). Sli¢no, broj 222
predstavlja nenegativan zapis (jer su sve cifre jednake 2), pa je vrednost
[222]p% = 222(5) = 62(1).

Primetimo da je [w]y — ngn = —(Kg.’fn —[w]¥) = —nk(w). Otuda se vred-
nost negativnog zapisa u nepotpunom komplementu najlakse moze odrediti
tako Sto se izvrsi komplementiranje zapisa i ispred doda znak ,-”.

Imajuéi u vidu gore navedeno, interval celih brojeva koji se mogu zapisati
u osnovi B sa n cifara u nepotpunom komplementu je Ig’fn = [-(B"/2 —
1), (B"/2 — 1)] u slucaju parne osnove, a I%* = [—(|B"/2] — 1), |B"/2]]
u slucaju neparne osnove. Na primer, u dekadnom zapisu sa 3 cifre se
mogu zapisati brojevi iz intervala [—499,499]. U binarnom sistemu sa 8
cifara se mogu zapisati brojevi iz intervala [-127,+127]. U sistemu sa os-
novom 5 sa 3 cifre moguée je zapisati brojeve iz intervala [—221(5), +222(5)},
tj. [—61(10), —1—62(10)]. Primetimo da u slu¢aju neparne osnove imamo interval
asimetri¢an u odnosu na nulu, tj. postoji jedna pozitivna vrednost vise koja
se moze predstaviti.

Prosirivanje zapisa w broja x zapisanog u nepotpunom komplementu
u osnovi B se vrsi tako $to se prvo utvrdi da li je zapis w nenegativan ili
negativan. U prvom sluc¢aju treba dopisati vodeée nule, dok u drugom slucaju
treba dopisati odgovarajuéi broj vodecih cifara B — 1. Na primer, dekadni
trocifreni zapis 345 se moze prosiriti na 5 cifara dodavanjem dve vodece nule
(00345), zato §to je u pitanju nenegativan zapis. Sa druge strane, zapis 728 se
pro§iruje na 99728. U osnovi B = 16, trocifreni zapis 921 se moZe prosiriti
na Sestocifreni zapis F'FF921, jer je u pitanju negativan zapis. U osnovi
B =5, trocifreni zapis 223 se moze proSiriti na petocifreni zapis 44223, jer je
u pitanju negativan zapis. Specijalno, u binarnom zapisu proSirivanje zapisa
se svodi na dopisivanje bita znaka ispred zapisa (npr. 01101 se proSiruje u
00001101, dok se 10110 prosiruje u 11110110).

Promena znaka broja z koji je predstavljen zapisom w u nepotpunom
komplementu u osnovi B duZine n se vrsi tako Sto se obavlja operacija nepot-
punog komplementiranja nad zapisom w (tj. vazi <—x>%kn = nk((z)3 ).
Primetimo da iz ovoga sledi da ako su w i w’ zapisi dva suprotna b7r0ja
x 1 —x u nepotpunom komplementu u osnovi B sa n cifara, tada vazi
W)y + Wy = ngn Dakle, sabiranjem zapisa w i w’ kao neozna¢enih
brojeva u osnovi B dobijamo komplementacionu konstantu. Ova ¢injenica
je 1 osnovna karakteristika zapisa u nepotpunom komplementu. Primeri:

e U osnovi B = 10: ako je broj x predstavljen zapisom 5981, tada je
broj —x predstavljen zapisom 4018 (svaka cifra ¢ se zamenjuje cifrom
9—c).



e U osnovi B = 2: ako je broj x predstavljen zapisom 01101101, tada
je broj —x predstavljen zapisom 10010010 (svaka cifra ¢ se zamenjuje
cifrom 1 — ¢).

e U osnovi B = 16: ako je broj x predstavljen zapisom D5FEF4, tada
je broj —x predstavljen zapisom 2A10B (svaka cifra ¢ se zamenjuje
cifrom F' — ¢, tj. 15(19) — ¢).

e U osnovi B = 5: ako je broj x predstavljen zapisom 1423, tada je broj
—x predstavljen zapisom 3021 (svaka cifra ¢ se zamenjuje cifrom 4 —c).
Primetimo da se komplementiranjem zapisa 222 dobija zapis 222, §to ne
izgleda kao ispravan rezultat (ispada da je broj = zapisan sa 222 jednak
broju —x, jer se zapisuju isto; medutim, ovo nije tacno, jer zapis 2225
je jednak dekadnom broju 62, dok je suprotan broj —62). Ovo je zato
§to je u slucaju neparne osnove B interval Ig’fn asimetri¢an — moguce

je predstaviti jedan viSe pozitivan broj (npr. Ig"g = [=61(10), +62(10)])-

Zato se najveéi pozitivan broj ne moze uspesno komplementirati u

zapisu sa n cifara.

Sabiranje brojeva x iy €iji su zapisi u nepotpunom komplementu u osnovi
B sa n cifara redom (a;>%kn = wy i <y>%kn = wy vr8imo tako $to izra¢unamo
([wa] % +[w,]%) mod K . Izracunavanje ove vrednosti se obavlja na sledeéi
nacin: najpre se (neoznaéeni) brojevi saberu na uobi¢ajen na¢in u osnovi B.
Ukoliko dobijeni zbir ima n cifara, tada je to upravo zapis zbira x + y u
nepotpunom komplementu u osnovi B sa n cifara, pa je postupak zavrSen.
Ako zbir ima n + 1 cifru (pri ¢emu je ta dodatna cifra uvek jednaka 1), tada
tu vodecéu jedinicu treba obrisati sa pocetka zapisa i dodati je na cifru naj-
manje tezine. Dobijeni rezultat predstavlja zapis zbira x + y u nepotpunom
komplementu (on uvek ima ta¢no n cifara). Primeri:

e U osnovi B = 10: sabiranjem 458 + 231 = 689 dobijamo odgovarajuci
zbir. Kako je zbir trocifren, to je upravo konacan rezultat. Sa druge
strane, sabiranjem 823 + 482 = 1305 dobijamo rezultat sa jednom
cifrom vise. Ovu cifru briSemo iz zapisa i dodajemo je na poziciju
najmanje tezine: 305 4+ 001 = 306, ¢ime dobijamo konacan rezultat.

e U osnovi B = 2: sabiranjem 1001 + 0111 = 10000 dobijamo zbir koji
ima jednu cifru vise. Ovu cifru uklanjamo iz zapisa i dodajemo je na
poziciju najmanje tezine: 0000 4+ 0001 = 0001.

e U osnovi B = 16: sabiranjem B43 + 621 = 1164, pa je rezultat 164 +
001 = 165.

e U osnovi B = 5: sabiranjem 2311 4 1141 = 4002, $to je i konacan
rezultat, jer nema dodatne cifre.



Oduzimange brojeva x i y ¢iji su zapisi u nepotpunom komplementu u

osnovi B sa n cifara redom (z)% = w, i (y)¥ = w, vidimo tako §to

izracunamo ([w,|y — [wy]E) mod ngn Izra¢unavanje ove vrednosti se
obavlja na sledeéi nacin: najpre se (neoznaceni) brojevi oduzmu na uobicajen
na¢in u osnovi B. Ukoliko nema pozajmice na mestu cifre najvece tezine,
tada je to upravo zapis zbira x —y u nepotpunom komplementu u osnovi B sa
n cifara, pa je postupak zavrsen. Ako pozajmica postoji (tj. [ws|% je manji
od [w,]y), tada cifru 1 treba oduzeti od cifre najmanje tezine. Dobijeni
rezultat predstavlja zapis razlike  — y u nepotpunom komplementu (on
uvek ima ta¢no n cifara). Primeri:

e U osnovi B = 10: oduzimanjem 237—491 = 746 uz pozajmicu na mestu
najvece tezine. Oduzimanjem te jedinice dobijamo 746 — 001 = 745.

e U osnovi B = 2: oduzimanjem 1010 — 1100 = 1110 uz pozajmicu
na mestu najveée tezine. Oduzimanjem te jedinice dobijamo 1110 —
0001 = 1101.

e U osnovi B = 16: oduzimanjem 3EF — 52D = EC2 uz pozajmicu na
mestu najvece tezine. Oduzimanjem te jedinice dobijamo EC2—001 =
ECT.

e U osnovi B = 5: oduzimanjem 3412 — 2101 = 1311, bez pozajmice.
Otuda je ovo i konacan rezultat.

Drugi nac¢in da se izvrSi oduzimanje je da se ono svede na sabiranje
sa suprotnom vrednoSéu. Na primer, umesto da oduzimamo 237 i 491 u
osnovi 10, moZzemo sabrati 237 + 508 = 745 (jer je 508 zapis broja —491 u
nepotpunom komplementu). Sli¢no, umesto oduzimanja 1010—1100 u osnovi
2, moZzemo sabrati 1010 + 0011 = 1101. Oduzimanje 3EF — 52D u osnovi
16 se mozZe svesti na sabiranje 3EF + AD2 = EC1. Najzad, oduzimanje
3412 — 2101 u osnovi 5 se svodi na sabiranje 3412 4 2343 = 1310 uz prenos
na poslednjoj poziciji, §to daje konac¢an rezultat 1310 + 1 = 1311.

Prekoracenje prilikom sabiranja dva broja zapisana sa n cifara u osnovi
B u nepotpunom komplementu se moze dogoditi ukoliko prilikom sabiranja
izademo iz intervala ngn. Ovo se manifestuje tako Sto je dobijeni rezultat
nekonzistentnog znaka. "Na primer, prilikom sabiranja dva pozitivna broja
mora se dobiti pozitivan broj. Ukoliko, na osnovu znaka zapisa, izgleda da
je dobijen negativan zbir, zna¢i da imamo prekoracenje. Sli¢no, prilikom
sabiranja dva negativna broja ne moze se dobiti pozitivan zbir. Ako se to
dogodi, znaci da imamo prekoracenje. Prilikom sabiranja brojeva razli¢itog
znaka ne moze do¢i do prekoracenja. Na primer, sabiranjem brojeva 354 i
391 u dekadnoj osnovi dobijamo zbir 745. Kako su oba sabirka pozitivna,
a dobijeni zbir predstavlja negativan zapis, znaci da imamo prekoracenje.
Sli¢no, sabiranjem brojeva 931 i 512 u dekadnoj osnovi dobijamo zbir 444.
Kako su sabirci negativni, a zbir pozitivan, zna¢i da imamo prekoracenje.



Do prekoracenja prilikom oduzimanja moze doéi samo ako su umanjenik
i umanjilac suprotnog znaka. Ukoliko smo oduzimanjem pozitivnhog i neg-
ativnog broja dobili negativnu razliku, tada imamo prekoracenje. Sli¢no,
ako smo oduzimanjem negativnog i pozitivnog broja dobili pozitivnu raz-
liku, tada imamo prekoraCenje. Na primer, oduzimanjem brojeva 231 i 512
u osnovi 10 dobijamo razliku 718. Kako smo oduzimanjem pozitivnog i
negativnog broja dobili negativnu razliku, jasno je da imamo prekoracenje.
Primetimo da ako bismo oduzimanje vrsili svodenjem na sabiranje sa suprot-
nim brojem, tada bismo koristili pravila za detekciju prekoracenja kod sabi-
ranja. U prethodnom primeru, sabirali bismo 231 i 487 (komplement broja
512). Zbir bi bio 718. Kako smo sabiranjem dva pozitivna broja dobili
negativan zbir, znac¢i da imamo prekoracenje.

MnoZenje i deljenje u nepotpunom komplementu se svode na mnozenje
i deljenje apsolutnih vrednosti, uz promenu znaka rezultata po potrebi. U
slucaju deljenja, dobijenom (nenegativnom) ostatku takode treba promeniti
znak, ukoliko je deljenik bio negativan.

Predstavljanje brojeva u nepotpunom komplementu otklanja prvi ne-
dostatak zapisa pomocu znaka i apsolutne vrednosti, zato $to sada na svim
cifarskim pozicijama mogu da stoje sve cifre u osnovi B. Na primer, sa 3
cifre u dekadnom zapisu u nepotpunom komplementu mozemo zapisati ¢ak
999 brojeva (od —499 do +499), dok smo u zapisu pomoc¢u znaka i apsolutne
vrednosti mogli da zapiSemo samo njih 199. Drugi nedostatak je takode otk-
lonjen u najveé¢oj meri, jer se sada sabiranje i oduzimanje realizuju jednos-
tavno, sabiranjem i oduzimanjem u neoznac¢enom smislu. Medutim, u nekim
slu¢ajevima potrebno je dodatno sabiranje (oduzimanje) sa jedinicom. Treéi
nedostatak ostaje i ovde, jer je i u nepotpunom komplementu nulu mogucée
zapisati na dva nacina.

Zapis brojeva u potpunom komplementu

Zapis u potpunom komplementu (engl. radiz complement) je najznacajniji i
najcesce koriséen nacin zapisivanja celih brojeva. U odnosu na nepotpuni
komplement razlika je samo u tome §to se koristi druga komplementaciona
konstanta: Kgfn = B"™. Ovo za posledicu ima da se neke operacije malo

drugacije obavljaju. Primetimo da se komplementaciona konstanta K %kn u
osnovi B zapisuje kao 100...0 (jedinica i n nula). ’

Neka je ponovo data osnova B i zapis w = ¢,_1¢p—2...cC1¢o duzine n u
toj osnovi (¢; € {0,1,...,B —1}). Znak zapisa w u potpunom komplementu
definiSemo na identi¢an nacin kao i kod nepotpunog komplementa. Dakle,
u sluc¢aju parne osnove zapis ¢e biti nenegativan ako je cifra najvece tezine
manja od B/2, dok je u suprotnom negativan. U sluCaju neparne osnove
traZimo prvu cifru sa leva u desno koja je razlic¢ita od | B/2]: ako je ta cifra
manja od | B/2] zapis je nenegativan, a ako je veca, zapis je negativan. U
sluc¢aju da su sve cifre jednake | B/2], zapis je takode nenegativan.
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Operaciju potpunog komplementa nad zapisom w u osnovi B duZine n
(u oznaci pk(w)) definiSemo na analogan nac¢in kao kod nepotpunog komple-
menta: pk(w) = (Kgfn — [w]y)¥,- Dakle, komplementarni zapis odredu-
jemo tako $to oduzimamo vrednost (neoznacenog) zapisa w od komplementa-
cione konstante. Sa druge strane, jasno je da vazi pk(w) = nk(w)+1. Otuda
se ova operacija najlakse obavlja tako $to se najpre odredi nepotpuni kom-
plement zapisa w (zamenom svake cifre ¢ cifrom B — 1 — ¢), a onda se na

dobijenu vrednost doda jedinica. Primeri:

e B = 10: Potpuni komplement zapisa 5872 dobija se oduzimanjem
10000 — 5872 = 4128. Isti rezultat bi se dobio da smo najpre odredili
nepotpuni komplement 4127, a zatim na tu vrednost dodali 1.

e B = 2: Potpuni komplement zapisa 10101100 moZemo dobiti oduzi-
manjem 100000000 — 10101100 = 01010100. Drugi nacin je da odred-
imo nepotpuni komplement (01010011) a zatim na tu vrednost dodamo
jedinicu.

e B = 5: Potpuni komplement zapisa 3214 moZemo dobiti oduzimanjem
10000 — 3214 = 1231. Isti rezultat dobili bismo kada bismo odredili

nepotpuni komplement (1230), a zatim na tu vrednost dodali jedinicu.

Iz gornjih primera se vidi da je odredivanje potpunog komplementa obi¢no
jednostavnije preko nepotpunog komplementa, nego direktno, oduzimanjem
od komplementacione konstante.

Zapis celog broja x u potpunom komplementu u osnovi B sa n cifara (u
oznaci <x>%]fn) definisemo na slede¢i nacin:

e ako je broj x > 0, tada najpre odredimo neoznaceni zapis u osnovi B sa
n cifara <x>%"n Ako takav zapis ne postoji, ili postoji ali se ne smatra
nenegativnim u smislu gornje definicije, tada ne postoji zapis <93>%kn.
Na primer, zapis broja 87 u potpunom komplementu u dekadnoj osnovi
sa 5 cifara je 00087, jer je to odgovarajuéi neoznaleni zapis (a on se
smatra nenegativnim u smislu gornje definicije). Sa druge strane, broj
87 se ne moze zapisati sa 2 cifre u potpunom komplementu u osnovi
10, zato $to njegov dvocifreni neoznaceni zapis 87 nije nenegativan,
u smislu gornje definicije. Sli¢no, broj 6219y se ne moze zapisati u
potpunom komplementu u osnovi 5 sa dve cifre, jer je njegov najkraci
neoznaceni zapis 222 trocifren.

e ako je z < 0, tada najpre odredimo zapis apsolutne vrednosti |z| u pot-
punom komplementu u osnovi B sa n cifara. Ako takav zapis postoji,
tada je (x)%kn = pk((\x!>%kn) Drugim re¢ima, zapis broja x se dobija
operacijom potpunog komplementa nad zapisom apsolutne vrednosti
u potpunom komplementu sa istim brojem cifara, ukoliko takav zapis
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postoji. Na primer, broj —87 se u potpunom komplementu u dekadnoj
osnovi sa 5 cifara zapisuje tako $to odredimo zapis broja 87 u pot-
punom komplementu sa 5 cifara (00087), a zatim izvrSimo operaciju
potpunog komplementa nad dobijenim zapisom (dobijamo 99913). U
binarnoj osnovi, broj =51y se u potpunom komplementu sa 8 cifara
zapisuje tako Sto najpre odredimo zapis broja 51y sa 8 cifara (to je
00000101), a zatim odredimo potpuni komplement (11111011). Speci-
jalno, u slucéaju parne osnove B moze se dogoditi da zapis broja x < 0
sa n cifara u osnovi B postoji ¢ak i ako ne postoji odgovarajuéi zapis
broja |z| iste duzine: ovo se moZe dogoditi isklju¢ivo u slucaju kada je
x = —B"/2, u kom slucaju je <x>%kn = (B/2)0...0 (nula se pojavljuje
n — 1 puta). Na primer, za B = 10 broj —500 (koji je jednak —103/2)
se sa tri cifre zapisuje kao 500, dok se u slu¢aju osnove B = 2 broj
—128 zapisuje kao 10000000 sa 8 cifara (jer je —128 = —28/2).

Primetimo da se broj x = 0 pri fiksiranoj osnovi B i fiksiranom broju
cifara n u potpunom komplementu moze prikaziti samo na jedan nacin, kao
niz od n nula. Zaista, komplementiranjem zapisa 00...0 dobijamo taj isti
zapis, §to znaci da ne postoji negativan zapis nule, kao u slu¢aju nepotpunog
komplementa.

Zapis celog broja x u potpunom komplementu u osnovi B sa najmanjim
mogucim brojem cifara (u oznaci (:1;>%k) je jednak zapisu <x>%kn za najmanje
n za koje takav zapis postoji.

Odredivanje vrednosti date zapisom u potpunom komplementu vrsi se na
slican nac¢in kao kod nepotpunog komplementa. Neka je data osnova B i
zapis w = ¢p_1¢p—3...c1co duzine n u toj osnovi (¢; € {0,1,...,B —1}).
Oznac¢imo sa [w]%k vrednost koja je predstavljena zapisom w u potpunom
komplementu u osnovi B. Ukoliko je zapis w u potpunom komplementu
nenegativan, tada se njegova vrednost izra¢unava na isti nacin kao u sluc¢aju

neoznacenog pozicionog zapisa (tj. [11)]%"C = [w]}y’). U slucaju negativnog
zapisa je [w}%k =[wly - K gkn, gde je n duZina zapisa w. Primeri:

e U osnovi B = 10 zapis 73 predstavlja negativan zapis (jer je 7 > 10/2),
pa je vrednost [73]% = 73 —100 = —27. Zapis 5012 takode predstavlja
negativan zapis, pa je vrednost zapisanog broja [5012]71218 = 5012 —
10000 = —4988. Sa druge strane, zapis 1234 predstavlja nenegativan
zapis (jer je 1 < 5), pa je vrednost [1234]2% = 1234,

e U osnovi B = 2 zapis 10010 predstavlja negativan zapis (jer pocinje
jedinicom), pa je vrednost [10010]127’C = 10010 — 100000 = —01110(3) =
—14(10). Zapis 0110 je nenegativan (jer pocinje nulom), pa je vrednost

[011015F = 0110(2) = 619

e U osnovi B = 16 zapis 8712 predstavlja negativan zapis (jer je
8 > 16/2), pa je vrednost [8712]713]5 = 8712 — 10000 = —78FE(15) =
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—30958(10). Sa druge strane, zapis 6F'C' je nenegativan (jer je 6 < 8),
pa je vrednost [6FC]}F = 6FC16) = 1788(10)-

e U osnovi B = 5 zapis 2421 predstavlja negativan zapis (prva cifra sa
leva na desno koja nije jednaka |5/2| = 2 je 4 koja je veca od 2), pa
je vrednost [2421]§k = 2421 — 10000 = —2024(5) = —264(1). Slicno,
zapis 412 je negativan (jer je veé¢ prva cifra sa leva vecéa od 2), pa je
vrednost [412]7§k = 412 — 1000 = —033(5) = —33(5) = —18(1p). Sa
druge strane, zapis 142 je nenegativan (jer je ve¢ prva cifra manja
od 2), pa je vrednost [142]§k = 1425y = 47(30). Sli¢no, broj 222
predstavlja nenegativan zapis (jer su sve cifre jednake 2), pa je vrednost

[222]8% = 222(5) = 62(10).

Primetimo da je [w] — Kg’fn = —(K%k:n — [w]y) = —pk(w). Otuda se vred-
nost negativnog zapisa moze odrediti tako Sto se uradi potpuni komplement
zapisa, a zatim se doda znak ,-” ispred.

Imajuéi u vidu gore navedeno, interval brojeva koji se mogu zapisati u

osnovi B sa n cifara u potpunom komplementu je I%kn =[-B"/2,B"/2—1]u
slu¢aju parne osnove, a I %kn = [—|B"/2|,|B™/2]] usluc¢aju neparne osnove.

Na primer, u dekadnom zapisu sa 3 cifre se mogu zapisati brojevi iz intervala
[—500,499]. U binarnom sistemu sa 8 cifara se mogu zapisati brojevi iz
intervala [—128, +127]. U sistemu sa osnovom 5 sa 3 cifre mogucée je zapisati
brojeve iz intervala [—2225), +222(5)], tj. [~62(10), +62(10)]. Primetimo da u
sluc¢aju parne osnove imamo interval asimetri¢an u odnosu na nulu, tj. postoji
jedna negativna vrednost vise koja se moze predstaviti.

Prosirivanje zapisa w broja x zapisanog u potpunom komplementu u
osnovi B se vrsi na identi¢an nacin kao i kod nepotpunog komplementa:
prvo se utvrdi da li je zapis w nenegativan ili negativan. U prvom slucaju
treba dopisati vodece nule, dok u drugom slucaju treba dopisati odgovarajuci
broj vodecih cifara B — 1. Na primer, dekadni trocifreni zapis 345 se moze
prosiriti na 5 cifara dodavanjem dve vodece nule (00345), zato §to je u pitanju
nenegativan zapis. Sa druge strane, zapis 728 se prosiruje na 99728. U osnovi
B =16, trocifreni zapis 921 se moze prosiriti na Sestocifreni zapis F F'F921,
jer je u pitanju negativan zapis. U osnovi B = 5, trocifreni zapis 223 se
moze profiriti na petocifreni zapis 44223, jer je u pitanju negativan zapis.
Specijalno, u binarnom zapisu proSirivanje zapisa se svodi na dopisivanje
bita znaka ispred zapisa (npr. 01101 se proSiruje u 00001101, dok se 10110
prosiruje u 11110110).

Promena znaka broja x koji je predstavljen zapisom w u potpunom kom-
plementu u osnovi B duzine n se vrsi tako $to se obavlja operacija potpunog
komplementiranja nad zapisom w (tj. vazi (—:):}%lfn = pk((@%’fn)) Prime-
timo da iz ovoga sledi da ako su w i w’ zapisi dva suprotna broja z i —z u pot-
punom komplementu u osnovi B sa n cifara, tada vazi [w|y +[w'| = K %k:n'
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Dakle, sabiranjem zapisa w i w’ kao neoznacenih brojeva u osnovi B dobi-
jamo komplementacionu konstantu. Ova ¢injenica je i osnovna karakteristika
zapisa u potpunom komplementu. Primeri:

e U osnovi B = 10: ako je broj x predstavljen zapisom 5981, tada je
broj —x predstavljen zapisom 4019. Primetimo da se potpunim kom-
plementiranjem zapisa 500 dobija isti taj zapis 500. Ovo ocigledno nije
ispravan rezultat, jer ispada da je broj —500 koji je predstavljen ovim
zapisom samom sebi suprotan broj, Sto naravno nije tacno. Ovo je
zbog toga $to se suprotan broj +500 ne moZze predstaviti sa tri cifre u
dekadnom zapisu u potpunom komplementu (setimo se da je kod parne
osnove interval Igfn asimetri¢an).

e U osnovi B = 2: ako je broj x predstavljen zapisom 01101101, tada
je broj —x predstavljen zapisom 10010011. Sli¢no kao kod dekadne
osnove, i ovde se potpunim komplementiranjem zapisa 10000000 dobija
isti taj zapis. Ovo je opet zato 8to se suprotan broj (broj +128(;))
ne moze predstaviti sa 8 cifara u potpunom komplementu u binarnoj
0Snovi.

e U osnovi B = 16: ako je broj x predstavljen zapisom D5EF4, tada je
broj —x predstavljen zapisom 2A10C.

e U osnovi B = 5: ako je broj « predstavljen zapisom 1423, tada je broj
—x predstavljen zapisom 3022.

Sabiranje brojeva x i y €iji su zapisi u potpunom komplementu u osnovi

. i . k . RPN
B sa n cifara redom (z) = w, i (y)'5,, = wy vrsimo tako §to izra¢unamo

([we] B + [wy]E) mod K %kn. Izracunavanje ove vrednosti se obavlja tako §to
se zapisi saberu kao neoznadeni brojevi na uobic¢ajen nacin u osnovi B, pri
¢emu se eventualno neoznaceno prekoracenje ignorise (tj. uzima se nizih n
cifara rezultata). Primeri:

e U osnovi B = 10: sabiranjem 458 + 231 = 689 dobijamo odgovarajuci
zbir. Kako je zbir trocifren, to je upravo konacan rezultat. Sa druge
strane, sabiranjem 823 + 482 = 1305 dobijamo rezultat sa jednom
cifrom vise. Ovu cifru briSemo iz zapisa i dodajemo 305 kao rezultat.

e U osnovi B = 2: sabiranjem 1001 4+ 0111 = 10000 dobijamo zbir koji
ima jednu cifru vise. Ovu cifru uklanjamo iz zapisa i dobijamo konacan

rezultat: 0000.
e U osnovi B = 16: sabiranjem B43 4 621 = 1164, pa je rezultat 164.

e U osnovi B = 5: sabiranjem 2311 4+ 1141 = 4002, sto je i konacan
rezultat, jer nema dodatne cifre.
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Oduzimange brojeva x 1y ¢iji su zapisi u potpunom komplementu u osnovi
. pk . pk - pos o
B sa n cifara redom (z)5',, = w; 1 (), = wy visimo tako Sto izracunamo

([wa] — [wy]y) mod Kgfn. Izra¢unavanje ove vrednosti se obavlja tako

$to se zapisi oduzmu kao neoznaceni brojevi na uobicajen nacin u osnovi B
pri ¢emu se eventualna pozajmica na poziciji cifre najvece tezine ignorise.
Primeri:

e U osnovi B = 10: oduzimanjem 237 — 491 = 746 uz pozajmicu na
mestu najveée tezine koju ignorisemo.

U osnovi B = 2: oduzimanjem 1010 — 1100 = 1110 uz pozajmicu na
mestu najveée tezine koju ignoriSemo.

U osnovi B = 16: oduzimanjem 3EF — 52D = EC2 uz pozajmicu na
mestu najveée tezine koju ignorisemo.

U osnovi B = 5: oduzimanjem 3412 — 2101 = 1311, bez pozajmice.

Drugi nac¢in da se izvrsi oduzimanje je da se ono svede na sabiranje sa
suprotnom vredno$éu. Na primer, umesto da oduzimamo 237 i 491 u osnovi
10, moZemo sabrati 2374509 = 746 (jer je 509 zapis broja —491 u potpunom
komplementu). Sli¢no, umesto oduzimanja 1010 — 1100 u osnovi 2, mozemo
sabrati 1010 + 0100 = 1110. Oduzimanje 3EF — 52D u osnovi 16 se mozZe
svesti na sabiranje 3EF + AD3 = EC2. Najzad, oduzimanje 3412 — 2101 u
osnovi 5 se svodi na sabiranje 3412 4 2344 = 1311 uz prenos na poslednjoj
poziciji koji se ignorise.

Prekoracenge prilikom sabiranja ¢ oduzimanja dva broja zapisana sa n
cifara u osnovi B u potpunom komplementu se moze dogoditi ukoliko pri-
likom izvodenja operacije izademo iz intervala ngn. Ovo se manifestuje
tako Sto je zapis dobijenog rezultata nekonzistentﬁog znaka. Postupak je
identican kao kod nepotpunog komplementa. Dakle, do prekoracenja kod
sabiranja dolazi ako su oba sabirka pozitivna, a dobijeni zbir je negativan,
ili ako su oba sabirka negativna, a dobijeni zbir je pozitivan. Sabiranjem
brojeva suprotnog znaka ne moze doé¢i do prekoracenja. Kod oduzimanja
imamo prekoracenje ako je umanjenik pozitivan, a umanjilac i dobijena raz-
lika negativni, ili ako je umanjenik negativan, a umanjilac i dobijena razlika
pozitivni. Ako oduzimanje izvodimo svodenjem na sabiranje sa suprotnim
brojem, tada primenjujemo pravila za detekciju prekoracenja kod sabiranja.

MnoZenje © deljenje u potpunom komplementu se svodi na mnoZenje i
deljenje apsolutnih vrednosti, uz promenu znaka rezultata po potrebi. Sli¢no
kao i ranije, ukoliko je prilikom deljenja deljenik negativan, tada je potrebno
dobijenom (nenegativnom) ostatku takode promeniti znak.

U slucaju mnozenja, ukoliko rezultat mnozZenja dva broja x i y zapisanih u
potpunom komplementu u osnovi B sa n cifara moze da stane u n cifara, tada
se mnozenje moze obaviti i direktno, tako Sto se zapisi brojeva x i y pomoze
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kao da su neoznaceni, a onda se za rezultat uzme nizih n cifara. Na primer,
ako imamo brojeve 12 i —75 koji su zapisani u potpunom komplementu u
osnovi 10 sa 4 cifre (to su zapisi 0012 1 9925), njihov proizvod se moZe odrediti
direktnim mnoZenjem ova dva zapisa kao da su neoznaceni: 0012 - 9925 =
119100. Za rezultat uzimamo niZe 4 cifre, i dobijamo 9100. Ovo je zaista
zapis broja —900 koji je proizvod brojeva 12 i —75. Naravno, ovo vazi samo
zato §to su brojevi dovoljno mali da njihov proizvod mozZe biti zapisan sa 4
cifre u potpunom komplementu u osnovi 10. Da nije tako, morali bismo da
prosirimo zapise €inilaca pre mnoZenja, ili da prosto pomnozimo apsolutne
vrednosti i po potrebi promenimo znak.

Predstavljanje brojeva u potpunom komplementu otklanja sve nedostatke
prethodnih nacina zapisivanja. Operacije sabiranja i oduzimanja se obavljaju
na identi¢an nac¢in kao u neoznacenom slucaju. Nula, kao i svi ostali bro-
jevi, ima jedinstven zapis, pa je preslikavanje x — ($>%kn jednoznac¢no. Zbog
toga se ovaj nacin zapisivanja danas gotovo iskljuéivoj koristi za predstavl-
janje celih brojeva u rac¢unaru. Njegova binarna varijanta je naroc¢ito jednos-
tavna, a dopusta i znacajno efikasniju implementaciju mnozenja (tzv. Butov
algoritam), o ¢emu ¢e biti vise reci kasnije.

Zapisivanje pomoc¢u uvecéanja

Zapis sa uveéanjem K u osnovi B sa n cifara (1 oznaci (z)% ) podrazumeva
b

da se broj x predstavi odgovarajuéim neoznacenim zapisom broja = + K.
Drugim recima, vaZi <$>§n = (z + K)%,. Interval brojeva koji se mogu
predstaviti na ovaj nacin biée Ign = [-K,B" — 1 — K]. Dakle, ovaj na¢in
zapisivanja brojeva omogucava da se predstave negativni brojevi koji su veéi
od —K. Na primer, broj — K bi se zapisao kao 00...0 (sa n nula) broj —K+1
bi se zapisao kao 00...01 (sa n cifara u zapisu), i sl. Obi¢no se konstanta
K bira tako da interval koji se moze predstaviti bude $to je moguée vise
simetri¢an u odnosu na nulu. Na primer, ako je osnova B = 2, an = 8, tada
mozemo uzeti konstantu K = 127. U tom sluc¢aju bi interval brojeva koji se
mogu predstaviti bio [—127, +128].
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