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Zapisi realnih brojeva

Qo

o Konverzija zapisa razlomljenih brojeva
o Zapis u fiksnom zarezu
o Zapis u pokretnom zarezu
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Zapisi realnih brojeva

o Ceo deo i razlomljeni deo broja se odvojeno prebacuju u
trazenu osnovu

o Ceo deo se prebacuje prema poznatim pravilima
o Razlomljeni deo se prebacuje na slede¢i nacin:
o pomnozimo razlomljeni deo novom osnovom
o celobrojni deo dobijenog broja predstavlja cifru novog zapisa, a
razlomljeni deo se ponovo mnozi novom osnovom
o postupak ponavljamo sve dok je razlomljeni deo razli¢it od
nule ili do trazenog broja decimala
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Zapisi realnih brojeva

Zapisati broj (0.84375)19 u osnovi 4.

0 1 2 |3
0.84375 | 0.375 | 05 | O
0 3 112

(0.84375)19 = (0.312),
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Zapisi realnih brojeva

Zapisati broj (23.71)10 u osnovi 16.
(23)10 = (17)16

0 1 2 3 4 5 6
0.71 | 0.36 | 0.76 | 0.16 | 0.56 | 0.96 | 0.36
0 B 5 C 2 8 F

(23.71)10 = (17.B5C28F .. )16
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Zapisi realnih brojeva

o broj cifara za zapis celog dela i za zapis razlomljenog dela je

fiksiran
o primeri:
Format zapisa
Broj 7.4 5.3 6.1 8.0

(1.3543)19 || Lu1.3543 [1.354 1.3 Looooood.
(12.7)10 || L12.7000 12.700 ,012.7  Loooool2.
(1347) 10 || swskoksskskok  sdxxkkx | ,1347.0  ,,,1347.
(123.456)4 123.4560  **x*x*xx ,123.4 |, ,,123.
(AB.1)i6 || LAB.1000 AB.100 0 AB.1 LououAB.
(1011.1101)» dofolokolskeok  leolollek | ,1011.1 0 ,,,1011.
(0.1101)2 || wu0.1101 L0.110 Low0.1 LooLLelO.
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Zapisi realnih brojeva

Oom zarezu

na primer, potrebno je zapisati 1000 brojeva u fiksnom zarezu i
za zapis na raspolaganju imamo 3 dekadne cifre

ako izdvojimo jednu cifru za ceo deo i dve za razlomljeni, mod¢i
¢emo da zapisemo brojeve [0.00, .. .,9.99]

ako izdvojimo dve cifre za ceo deo i jednu za razlomljeni, moci
¢emo da zapisemo brojeve [00.0,...,99.9]

Sta ako je potrebno zapisati brojeve razli¢itih redova velicine?
(npr. 0.0001 i 100000)
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Zapisi realnih brojeva

Broj se predstavlja kao +m - b¢
© m - znacajni deo, mantisa, frakcija
o b - osnova zapisa
o e - eksponent
o broj cifara znac€ajnog dela zovemo preciznost (nadalje u oznaci
p)
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Zapisi realnih brojeva

Broj Neki moguci zapisi
Zapis 1 Zapis 2 Normalizovan zapis
(13.543)10 (13.543,0) (0.13543,+2) (1.3543,+1)
(12.7)10 (127000.0,-4) (0.00127,+4) (1.27,1)
(534710 (53470.,-1) (0.005347,+6) (5.347,+3)
(123.22),4 (12322.000,-2) (0.012322,+10) (1.2322,+2)
(AB.1) 45 (AB10.,-2) (0.000AB1,+5) (A.B1,+1)
(1011.1101), || (10111101,-100) (10.111101,+10) (1.0111101,+11)
(0.1101); (110.10,-11) (1101.0,-100) (1.101,-1)
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Q

o Apsolutna greska
o Relativna greska
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o Zapis realnih brojeva u raunaru je aproksimacija skupa realnih
brojeva u odredenom intervalu.

o Pri aproksimiranju na odredeni broj decimala moze do¢i do
zaokruzivanja, a samim tim i greske.

o Greska pri zaokruzivanju se meri na dva nacina:

o apsolutna (u terminima ulp-a)
o relativna (u terminima masinskog ¢)
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Apsolutna greska se izrazava u terminima ulp-a

ULP (Unit in the last place) je najmanja vrednost za koju se
mogu razlikovati dva broja u pokretnom zarezu zapisana u
istoj osnovi B i sa istom preciznos¢u p.

ako je broj z u racunaru predstavljen kao dp.di ... dp—1 - bS,
onda je apsolutna greska

V4

do-d .. dp1 = |- bP1

ulp-a
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o Neka je b=10,p = 4.
o Broj z = 0.034869 je predstavljen kao 3.487 - 1072 u osnovi B
sa preciznoséu p.

o Apsolutna greska je:
0.034869 3 _
|3.487 — 0234691 . 103 =
|3.487 — 3.4869| - 103 =

0.0001-10% = 0.1 ulp-a
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o Relativna greska je apsolutna vrednost razlike realnog broja i
njegove reprezentacije podeljena sa apsolutnom vrednoséu
realnog broja

. . .. o 1—p
o Uvek se zapisuje u terminima masinskog ¢ = bT.
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o Neka je b =10, p = 4,¢ = 0.0005.
o Broj z = 0.034869 je predstavljen kao 3.487 - 10~2 u osnovi B
sa preciznoscu p.

o Relativna greska je:

|0.034869—0.03487| _ ~
00360 = 0.000028678 ~ 0.0574¢
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IEEE 754 standard

IEEE 754 standard
Zapis sa uve¢anjem
Normalizovani brojevi
Specijalne vrednosti
Interval

Gustina

o Aritmeticke operacije

© 06 06 06 0 ©
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IEEE 754 standard

razliciti dogovori (osnova, raspodela bitova izmedu delova
zapisa...)

razliCiti algoritmi zaokruzivanja, izvodenja aritmetickih
operacija, itd.

slaba prenosivost numerickih programa

odgovor: |IEEE 754 (1985; 2008)
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IEEE 754 standard

Standard IEEE 754 propisuje zapise:

o 32 bita — jednostruka tacnost
o 1 bit za znak
o 8 bita za eksponent u zapisu sa uve¢anjem 127
o 23 znacajne binarne cifre

o 64 bita — dvostruka tacnost
o 1 bit za znak
o 11 bita za eksponent u zapisu sa uve¢anjem 1023
o 52 znacajne binarne cifre

o pri tome:
o normalizovani zapisi, podrazumeva se najvisa cifra 1
o nula se zapisuje sa svim bitovima 0
o najvisi eksponent oznacava posebne NaN vrednosti
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IEEE 754 standard

Zapis sa uve¢anjem K u osnovi B sa n cifara (u oznaci (x)& )
podrazumeva da se broj x predstavi odgovaraju¢im
neoznaenim zapisom broja x + K

(x)g,n predstavlja zapis (x + K)’,

lgn =[-K,B"—1-K]

na ovaj nacin se negativni brojevi ve¢i od —K predstavljaju kao
pozitivni, na primer broj —K se zapisuje kao 0...0, broj
—K +1kao0...01islicno
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IEEE 754 standard

o specijalno, za B =2,n =8, K = 127, mozemo zapisati brojeve
iz intervala [—127, 128]

o na primer, —127 se zapisuje kao 0...0, —126 kao 0...01, a
128 se zapisuje kao 1...1

o ovakav nacin zapisivanja omoguc¢ava da se vrednosti
eksponenta leksikografski porede

o zapisi brojeva —127 i 1 u potpunom komplementu su
10000001 i 00000001; —127 < 1, ali kada bismo leksikografski
poredili njihov zapis, zakljuéili bismo suprotno

o zapisi brojeva —127 i 1 sa uvec¢anjem 127 su 00000000 i
10000000; —127 < 1 i kada bismo leksikografski poredili njihov
zapis, zakljucili bismo isto
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IEEE 754 standard

o Normalizovani brojevi u jednostrukoj taénosti imaju eksponent
izmedu —126(00000001) i +127(11111110)

o Frakcija ima oblik 1.d_1...d_(,_1), pri ¢emu se prva jedinica
ne zapisuje

o Zapis frakcije moze da ima bilo koju vrednost.
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IEEE 754 standard

©

Zapisati broj 13,25 prema standardu IEEE 754 u jednostrukoj
tacnosti

(13.25)10 = (1101.01),

Normalizovani oblik: (1.10101), - 23

Znak: 0 (+)

Eksponent sa uve¢anjem 127: 130 = (10000010),

Znacajni deo sa implicitnom jedinicom: 10101

©

©

©

©

©

o Zapis:

0 10000010 10101000000000000000000
8 23
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IEEE 754 standard

©

Procitati sledeci zapis:
1 10000110 01001000000000000000000

o Znak: -

Eksponent zapisan sa uvecanjem: (10000110), = (134)10, bez
uveéanja 134 — 127 =7

Znacajni deo ukljuCujuci implicitnu jedinicu: (1.01001);
Resenje: (—1.01001); - 27 = (—10100100), = (—164)10

©

()

©
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IEEE 754 standard

©

NaN (Not a number) nisu brojevi i oznaCavaju neke izuzetne
situacije prilikom izracunavanja(npr. 0/0 ili v/—1)

()

Eksponent NaN vrednosti je maksimalan; u slucaju jednostruke
tacnosti to je 128 (11111111)

Frakcija mora biti razli¢ita od nule.
Postoje takozvani Signalni NaN (SNaN) i Tihi NaN (QNaN).

©

©
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IEEE 754 standard

© ©6 06 © o o

Tihi NaN predstavlja pojavu nedozvoljene operacije u
programu.

Propagira se kroz izraCunavanje.

Greska ne mora biti prijavljena.

Zapis eksponenta u jednostrukoj tacnosti je 11111111
Prvi bit frakcije je 1.

Ostali bitovi frakcije su proizvoljni.

primeri zapisa:

111111111 10011000000000000000000

011111111 11000011000000110001110
0 11111111 10000000000000000000000
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IEEE 754 standard

© 06 0 o

Signalni NaN signalizira izuzetno stanje kod racunskih
operacija.

Moze se koristiti za debagovanje npr. kako bi se uocio rad sa
neinicijalizovanim promenljivim.

Zapis eksponenta u jednostrukoj tacnosti je 11111111.

Prvi bit frakcije je 0.

Ostatak frakcije je razlicit od 0.

primeri zapisa:

111111111 01100000000000000000000

0 11111111 00000000000110010000010
011111111 01111111111111111111111
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IEEE 754 standard

o |EEE 754 standard omogucava predstavljanje beskonacnih
vrednosti.

©

Znak odreduje da li se radi o 400 ili —oc0

©

Eksponent u jednostrukoj tacnosti ima vrednost
128(11111111).

Frakcija je 0.

©

+o00:0 11111111 00000000000000000000000
—oo0 : 111111111 00000000000000000000000
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IEEE 754 standard

Nula se u jednostrukoj tacnosti predstavlja eksponentom
—127(00000000) i frakcijom 0.

Posto znak moze biti + ili — (0 ili 1) onda postoje i dve nule
+0 i -0.
Prema standardu vazi +0 = —O0.

log(—0) = NaN, a log(+0) = —oco
-+0 : 0 00000000 00000000000000000000000

—0:1 00000000 00000000000000000000000
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IEEE 754 standard

o Da bi se povecala gustina realnih brojeva oko nule i izbegla
pojava potkoracenja uvode se takozvani denormalizovani
brojevi.

o U jednostrukoj tacnosti vazi:

o Eksponent je 00000000 i podrazumeva se da je njegova
dekadna vrednost —126

o Frakcija je razli¢ita od nule i umesto vodece jedinice
podrazumeva se vodeca nula

o Na primer, ako je frakcija f, onda je predstavljeni broj
0.f 27126

o primer: sledeéi zapis
0 00000000 00010000000000000000000

ima vrednost 0.0001 - 2126 — p—4 . p—126 _ >-130
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IEEE 754 standard

ovane brojeve

eksponent e: 27126 < o < 2127
frakcija f: 1 <f<0.1...1-2
24
o najmanja je kada 0...0 sto odgovara vrednosti 1.0
N——

23
o najveca je kada 1...1 Sto odgovara vrednosti 1.1...1 =
S~—~— S~

23

© ©

23
=0.1...12=(1-2"2).2
——
24
interval u osnovi 2:

27126 < o f < (1 2724y 0128

©

o interval u osnovi 10 (priblizno):
12-107¥ <e-f <3.4-10%
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IEEE 754 standard

o eksponent e: 27126
o frakcija f: 273 < f<1-2"23

o najmanja je kada 0...01 $to odgovara vrednosti 223
——

22
o najveca je kada 1...1 Sto odgovara vrednosti 0.1...1 =
S~—~— S~

23 23
1— 2723

o interval u osnovi 2:

2—126—23 <e- f < (1 o 2—23) X 2—126

31/50



IEEE 754 standard

+15

—15

+1/64

+0

-0

(l _2—24) % 2+128
+1x 2—126

+1 % 2—149

Znak Eksponent

OO OO OKO

10000010
10000010
01111001
00000000
00000000
11111110
00000001
00000000

Frakcija

11100000000000000000000
11100000000000000000000
00000000000000000000000
00000000000000000000000
00000000000000000000000
11111111111111111111111
00000000000000000000000
00000000000000000000001
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IEEE 754 standard

o jednak broj ekvidistantnih vrednosti izmedu svaka dva stepena

dvojke
3 8

1 2 4 5 6 7
o na primer, u jednostrukoj tacnosti je moguce predstaviti 223
brojeva izmedu dva stepena dvojke (=~ 8 miliona)
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IEEE 754 standard

o problem sa predstavljanjem celobrojnih vrednosti jer gustina
izmedu dva stepena dvojke sa pove¢anjem stepena postaje
manja od broja celih brojeva izmedu njih

o pocev od 2%*, u jednostrukoj tacnosti se ne mogu predstaviti
svi celi brojevi i zaokruzuju se na umnozak dvojke

o ako je tip int 32-bitni, tada u okviru ovog tipa mozemo
predstaviti cele brojeve u intervalu [—23, 23! — 1]; ako je tip
float 32-bitni a double 64-bitni, to zna¢i da moze doé¢i do
gubitka podataka prilikom konverzija int — float — int, dok
prilikom konverzija int — double — int nece biti gubitka
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IEEE 754 standard

o Zaokruzivanje
o Sabiranje

o Oduzimanje
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IEEE 754 standard

o Zaokruzivanje se vrsi kada rezultat operacije ne moze biti
tacno zapisan.
o Moguce su sledece vrste zaokruzivanja:
o Zaokruzivanje na najblizu vrednost
o Zaokruzivanje prema +oo
o Zaokruzivanje prema —oo
o Zaokruzivanje prema nuli.
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IEEE 754 standard

o Pri ovoj vrsti zaokruzivanja broj se zaokruzuje na najblizu
predstavljivu vrednost, uz zaokruzivanje na parnu cifru kada je
broj na sredini intervala izmedu dve predstavljive vrednosti

o Ovo je predefinisani nacin zaokruzivanja.
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IEEE 754 standard

Realizuje se u dva koraka:

o Ako je broj pozitivan i postoji bar jedna jedinica na nekoj
poziciji desno od poslednje pozicije koja se ¢uva u zapisu, na
poslednju poziciju se dodaje jedinica.

o Bez obzira na znak odbacuju se bitovi desno od poslednje
pozicije koja se Cuva u zapisu.
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IEEE 754 standard

Realizuje se u dva koraka:

o Ako je broj negativan i postoji bar jedna jedinica na nekoj
poziciji desno od poslednje pozicije koja se ¢uva u zapisu, na
poslednju poziciju se dodaje jedinica.

o Bez obzira na znak odbacuju se bitovi desno od poslednje
pozicije koja se Cuva u zapisu.
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IEEE 754 standard

o Odbacuju se svi bitovi desno od poslednje pozicije koja se Cuva
u zapisu.
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IEEE 754 standard

Sa izuzetkom operacija koje proizvode QNaN sve operacije koje
ukljuuju oo takodje imaju oo kao rezultat. Medutim i dalje treba
paziti na znak.
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IEEE 754 standard

operacijama

o QNaN se propagira kroz aritmeticke operacije
o Moze se pojaviti u slede¢im slu€ajevima:
(£o0) — (£00)

000

0/0,00/00

x%0, 0c%x

VX, x <0

Bilo koja operacija ¢iji je argument SNaN.

© ©6 06 06 0 o
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IEEE 754 standard

o Prilikom sabiranja i oduzimanja operandi se svode na jednake
eksponente.

o Manji eksponent se povecava, a cifre frakcije koja mu
odgovara se pomeraju udesno za onoliko mesta za koliko je
povecan eksponent.

o Ako pri pomeranju frakcija postane 0 rezultat je vrednost
drugog operanda.
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IEEE 754 standard

Sabiranje i oduzimanje frakcija se vrse prema pravilima koja
vaze za cele brojeve u zapisu znak i apsolutna vrednost

Eksponent rezultata je eksponent operanada posle
izjednaCavanja

Ako dolazi do prekoracenja rezultat se pomera za jedno mesto
udesno uz povecanje vrednosti eksponenta za jedan

Ako povecanje vrednosti eksponenta dovede do prekoracenja
rezultat je oo, ali uzevsi u obzir i znak.
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IEEE 754 standard

o Ako rezultat operacije nije normalizovan, pokusava se
normalizacija

o Moze se dobiti i denormalizovan rezultat.

o Na kraju se vrsi zaokruzivanje, ako je potrebno.
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IEEE 754 standard

Sabrati u pokretnom zarezu u jednostrukoj taénosti brojeve 5.375 i
3.75

o zapis brojeva:
0 10000001 01011000000000000000000 (5.375)

0 10000000 11100000000000000000000 (3.75)

o eksponenti se izjednaci sa ve¢im (129) i time se frakcija broja
3.75 menja: 1.111- 228 = 0.1111 - 2129

o sabiranje frakcija posle izjednacavanja eksponenta:

1.01011 - 21%° +0.11110 - 2'%° = 10.01001 - 21%°
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IEEE 754 standard

o normalizacija rezultata:
10.01001 - 22° = 1.001001 - 2130
o zapis rezultata:

0 10000010 00100100000000000000000 = 9.125
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IEEE 754 standard

Oduzeti u pokretnom zarezu u jednostrukoj taénosti brojeve 5.375 i
2.5

o zapis brojeva:
0 10000001 01011000000000000000000 (5.375)

0 10000000 01000000000000000000000 (2.5)

o eksponenti se izjednaci sa ve¢im (129) i time se frakcija broja
2.5 menja: 1.01-228 =0.101 - 219

o oduzimanje frakcija posle izjednaavanja eksponenta:

1.01011 - 2 4+ 0.10100 - 21%° = 0.10111 - 2120
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IEEE 754 standard

o normalizacija rezultata:
0.10111- 2% = 1.0111 - 228
o zapis rezultata:

0 10000000 01110000000000000000000 = 2.875
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Zapisi realnih brojeva

Greske

IEEE 754 standard

Slajdovi su napravljeni na osnovu materijala prof. M. Nikoli¢a, prof.
N. Miti¢a i A. Ze€evi¢ za predmet Uoarl
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